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y

êgîIæ‘ñ´äœä•îgçTô6ësêpçjê>ëdæ•ñÁç•èF�Áã
èš÷¼êgã&ìIê>ì	ìIó´ð�âªç•ìºêgâ´ã�ã
ñyã
î>äjõ¼èdæ‘ìIìÿø\õ‰ø´ëšñÁç•î|õ‰íyó´èdì>ç•î>ìÿ÷´óyã�êgæ

ä‘î>çTô6ëšê•õ�þ¬çTô‘ã&ìPâ´ç•ìÀî>ó´èšã
÷¡æ‘óyêr…-æ‘ìIã
ñ! ŸìŒø´ëšò	ã�êgîIëdð®í´î>æ‘í»æ•ìgç•èNü�á�â´ã&î>ã+ð
ç•ñ¾ø»ã+ç	÷´ëší»æ‘èdã(ò æ6÷´ã
æ•é

ä‘î>çTô6ëšê•õ½þ!çTô•ã+ã
ò ëšì>ì>ëšæ‘ñ'÷´ó´ã
ê>æ êgâ´ã+çj÷´÷´ëšê>ëdæ‘ñ´ç•è–ò ã&êgîIëdð[�´ã
èd÷GüZ�Áæ•î�êgâyãb�

)

Q ò	æ6÷´ã&è

�

êgâyã
î>ã ëšì

ñ´æ�ç•÷´÷yëšêgëšæ‘ñÁç•è•�Áã
èš÷¤êgæ�ì|êgæ‘îIãºã
ñyã
î>äjõ¤æ‘îPò æ‘ò ã
ñ\ê>ó´ò

�

ì>æ�éZæ•î®ç•ñ^ëšì>æ‘èdçjêgã&÷¤ì>æ‘óyî>ð
ã

�

êgâ´ãºèšæ:þ�ã
ìIê

ò æ6÷´ã®æ•é�ã&ò	ëšì>ìIëdæ‘ñ�ëdì�çºù\óÁç•÷´î>ç•í»æ‘èdã

�

ð
æ‘ñ´ìIëdì|êgã
ñ8ê-þ�ësêgâ�êgâ´ã(÷Áç�êpçžéZî>æ‘òöíyó´èdì>ç•î>ì&ü

�
çjó´ì>ìz Áè ç$þ ð
ç•ñ'ø»ã
ëšì>æ•è çjê>ã
÷�ó´ñ´÷´ã&î-÷´ësýGã&î>ã&ñ\ê�í´â\õ6ì>ëšð$ç•è�ð&æ‘ñ´÷´ësêgëšæ‘ñ´ìLK

½q =
1
c

@2Á
@t2

¡ cr 2Á = c 5 ¢E N

2

$

O

if f ½q = 0; 5 ¢e = 0 and
@g0

@t
= 0:

áÃæ
ò�ç��•ã!êgâyã-÷yëdì>ð&ó´ì>ìIëdæ‘ñ æjéGó´ñ´ëV�Áð$ç�êgëdæ•ñÿò æ‘îIã�ð
æ‘ñyð
î>ã�êgã

�

ëšò�çjä‘ëšñyã�ç(í´îIæ•êgæ•ñ	çjê”êgâyã�ð
ã
ñ8êgã&î

æ•é¬ç

2

ð&ò�ì>í´âyã
î>ãjü á�â´ãÿã
èdã&ð&ê>î>ëšðºð�â´ç•î>ä‘ãÿ÷yã
ñ´ìIëšê•õ¤þ¬æ‘óyèd÷ ø»ã

3:82£ 10¡ 14C=m3 üºá!â´ã ò	ç•ì>ì

ðpâÁç•î>ä•ã+÷´ã
ñ´ìIëšê•õ'þ¬æ‘ó´èš÷¤ø»ã

3:25£ 10¡ 27C=m3
�

êgâyëdîIê>ã
ã&ñ¤æ‘î>÷yã
î>ìŒæ•é°ò	ç•ä‘ñyëšêgóy÷´ã
ì>ò	ç•èdèšã&î�êgâÁçjñ

êgâyã(ã&èdã&ð&êgîIëdðPðpâÁç•îIä‘ã®÷´ã
ñ´ìIëšê•õ‘ü°á�âyëdì�ò æ6÷´ã
èG÷´æ6ã&ì�ñ´æ•ê�ç•÷´÷´îIã
ìIì�þ�â8õ½êgâyã
î>ã®ëdì!ì>óyð�â¡çºìIëdä‘ñ´ëV�Áð
ç•ñ\ê

÷´ësýGã&î>ã
ñyð
ãžø»ã&ê•þ¬ã
ã&ñ êgâyãžð�âÁçjî>ä‘ã&ì
ü(á�â´ãžó´ñ´ë#�´ã
÷^ðpâÁç•îIä‘ãž÷´ã&ñ´ì>ësê‡õ¡éZæ‘îŒç½í´îIæ•êgæ•ñ^ëšìŒì>èdëšä‘â8êgèsõ�èdã
ìIì

êgâ´ç•ñ½êgâ´ãPã
èšã
ð�êgî>ëšðŒð�âÁçjî>ä‘ãP÷´ã&ñ´ì>ësê‡õ

�

ç•èsêgâ´æ‘óyä‘â½ñ´æ•ê!ò	ã
ç•ì>óyîgç•ø´èsõ	ì>æºì>ëšñ´ð
ãŒêgâyã®ã&èdã&ð&êgîIëdðŒðpâÁç•î>ä•ã®ëšì

ñ´æ•êZ�\ñ´æ:þ�ñ'ê>æÿê>â´ëdî|êgã
ã&ñ'ìIëdä‘ñ´ëV�Áð
ç•ñ\ê�÷´ëdä•ëšêgì&ü

…�ã
í»ã$ç�ê-ê>â´ã(ã<�™ã
îIð
ëšì>ã(éZæ‘î!êgâyã

3

/—ô‘ã&ð&êgæ•î7�Áã
èš÷'ã&ù\óÁçjêgëšæ‘ñ–ü

J q ¡ J m =
1
c

@2A
@t2

¡ c 5 2 A N

2

{

O

=
1
2

(¡
@E
@t

+ c 5 £ B +
@e
@t

¡ c 5 £ b) + c 5 gu

where (a £ b)k = ai bj + aj bi i 6= j 6= k:
á�â´ëšì�âÁç•ìZ�Œò í»ã
îIã� Ÿì-èdçTþ ç•ñ´÷¡çºìIõ6ò ò	ã�êgî>ëšð(ç•ñ´ç•èdæ•äžéZæ‘î�ä‘îgç$ô6ëšê•õ‘ü

á�â´ã ò	æ6÷´ã&èÄéZæ‘îåð
è çjì>ì>ëšð$çjè‰ä‘î>çTô6ëšêgçjêgëšæ‘ñ´ç•èÄç•ñ´÷ ã
èšã
ð�êgî>æ‘ò	ç•ä•ñ´ã&ê>ëdðŽ�´ã
èd÷ ã&ù6ó´çjêgëšæ‘ñ´ì ëšì

ã<�™í´îIã
ìIì>ã
÷ïþ�ëšê>â�-0/—ô‘ã&ð&ê>æ‘î>ì

�

ê>ã
ñ´ìIæ‘î>ì�æ•é®îgç•ñ^� æ•ñ´ã•ü

)

ëšñ´ìIê>ã
ëšñ! Ÿìq�Áã&èd÷ªã
ù\óÁç�êgëdæ•ñ´ì�óyì>ã¡êgã
ñyì>æ‘îIì

æ•é“îgçjñ��¡ê•þ¬æyü á�â´ã
îIã&éZæ‘îIãºêgâyãžê‡þ�æ'ç•í´íyî>æ8ç•ðpâ´ã&ì
ç•îIãžéZóyñ´÷Áç•ò ã
ñ8êpç•èšèšõ'÷´ësýGã&î>ã&ñ\ê$üD�Œèsêgâ´æ•ó´ä‘â¤ê>â´ã

�Áã&èd÷§ã
ù\óÁçjê>ëdæ‘ñyìžç•î>ã	îgçjñ��œæ‘ñyã

�

ê>â´ãq�Áã
èš÷Äì|êgî>ã&ñ´ä•ê>âÄê>ã
ñ´ìIæ‘î+ëdì ìIã
ð
æ•ñ´÷‰îgç•ñ��

�

ð&æ‘ñ´ì>ëšìIê>ã
ñ8êžþ�ësêgâ

ç•îIä‘ó´ò ã
ñ8êgì�ê>âÁçjê°çŒìIõ6ò	ò ã&ê>î>ëšð¬ì>ã&ð
æ‘ñ´÷;/•îgçjñ��	�Áã
èš÷ºìIê>î>ã&ñ´ä•êgâºê>ã
ñ´ìIæ‘î”ëšì�î>ã
ù\ó´ëšî>ã&÷ºêgæPð�âÁçjîgç•ð�êgã&î>ëdû&ã
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ç½÷yõ6ñÁç•ò ëdðžò ã�êgî>ëšð•ü

y

ã
ð&æ‘ñ´÷=/—æ‘î>÷´ã&î®÷´ã
îIëšôjçjê>ëšô‘ã&ì®æ•é°ê>â´ãºò	ã�êgîIëdðžç•î>ëšì>ã+éZîIæ‘ò ê>â´ãº÷´ësô‘ã
î>ä•ã
ñ´ð&ãÿæ•é

êgâyã

�

âyî>ëdì|êgæ•ý4ã
è–ìIõ6òžø»æ‘èšì-ç•ì�ìIã
ã&ñ¾ëšñ

243

ü

á�â´ã°â´æ•ò	æ‘ä•ã
ñ´ã&æ‘ó´ì>Q¾ç:�6þ�ã
èdè‘ã
ù\óÁç�êgëdæ•ñ´ì"ç•î>ã•ô‘ã&ð&ê>æ‘î"ëd÷yã
ñ8êgëšê>ëdã&ì

�

ó´ñ´çjýGã&ð&ê>ã
÷
ø\õPó´ñ´ëV�Áð$ç�êgëdæ•ñ–ü

•"Ùb•d‘[’

g*5;iNÝª5;j–Þ

E

7:àZÜ

Û

9
ÜniNÞ�7:àZÜ

Û

9

á�â´ãÿêpç•ì?�^ëdì®ê>æJ�´ñ´÷Äç�í´â8õ6ì>ëdð
ç•èdèsõ¤î>ã&èdã&ô�ç•ñ\ê
ì>æ‘èšóyêgëšæ‘ñ^êgæ�ê>â´ãp�

)

Q“�´ã
èd÷œã
ù\óÁç�êgëdæ•ñ´ì

�

$™ü	á�â´ã

�*æ‘ëšì>ì>æ•ñ	�Áã
èš÷+ã&ù6ó´çjêgëšæ‘ñ+æ•é´ð
èdç•ì>ìIëdð
ç•è;
Àã�þ�êgæ‘ñyë ç•ñ ä‘îgç$ô™ësê‡õ®ð$çjñžø»ã�ì>æ•èšô‘ã
÷+ø8õ ç•ñ+ëdñ8ô‘ã
îIì>ã¬÷yëdìIêgç•ñ´ð&ã

í»æ•ê>ã
ñ\ê>ë ç•è

� 1=R
üœá�â´ã�í»æjêgã
ñ8êgëdç•è�âÁç•ìºç¤í»æ‘ëšñ\êžìIëdñ´ä•ó´è ç•îIësê•õ þ�â´ã
îIã

R = 0
üœá�âyã†�

)

Q �Áã
èš÷

ã
ù\óÁç�êgëdæ•ñ´ìPç•îIã+î>ã&è ç�êgëšô6ëšìIê>ëšð

�

ì>æ�ê>ëdò ã
òžó´ìIêŒø»ã+ëdñ´ð&æ‘î>í»æ•îgçjê>ã
÷–ü��Œñ¤ëdñ8ô‘ã
îIì>ã+÷´ëdì|êpç•ñ´ð&ã+í»æ•êgã&ñ\ê>ë ç•è

÷´æ6ã&ì“ñ´æ•ê“ìIæ‘èšô‘ã�ê>â´ãZ�´ã
èd÷ÿã
ù\óÁçjê>ëdæ‘ñ´ì°ëšñÿéZæ‘óyî°÷´ëšò	ã&ñ´ì>ëšæ‘ñ´ì&ü�á�â´ã-í»æ•ê>ã
ñ8êgë çjè

A ¹ = ( 1
¾2 ; ¡!0 )

ì>æ‘èsô‘ã
ì

êgâyãx�Áã&èd÷ ã
ù\óÁçjê>ëdæ‘ñyì

�

þ�âyã
î>ã

¾2 ëdìžêgâ´ãJI"æ•î>ã
ñ8êgû�ëdñ\ô�ç•î>ëdç•ñ\êº÷´ëšìIêpçjñ´ð
ã�ì>ù\óÁç•îIã
÷

�

ê>â´ã'ñ´ã&ä8çjê>ëšô‘ã

æ•éºêgâyã_I"æ•î>ã
ñ8êgûÄëšñ\ôjçjî>ë çjñ\ê¡ëdñ\ê>ã
î|ôjç•è ì>ù\óÁçjî>ã&÷

� ¡ (c¿)2 ük�ÀëdìIêgç•ñ´ð&ã‰ëšì¾ó´ìIã
÷ ëdñyìIêgã
ç•÷åæjéÿê>â´ã

ëdñ8êgã&îIôjçjèŒø»ã
ð
ç•ó´ìIã ð
è çjì>ì>ëšð$çjèŒä‘î>çTô6ësê‡õ ÷´ã&í»ã
ñ´÷yì'æ•ñ ÷yëdìIêgç•ñ´ð&ã

�

ñ´æ•ê½ê>ëdò ã•üåá�â´ã^í»æ•êgã&ñ\ê>ë ç•èÀâ´ç•ì

ç•ì�çžìIëdñ´ä•ó´è çjî>ësê•õÿêgâ´çjê�ëšì�êgâ´ãPã
ñ8êgëšî>ãPèšëdä•â\êgð&æ‘ñ´ã

�

þ�â´ã&î>ã

¾2 = 0
ü”á�â´ã®í»æ•ê>ã
ñ8êgë çjè4ëdì¬ñ´æjê�î>ã&èdã�ôjç•ñ8ê

ëdñ�êgâyã
ð
èdç•ì>ìIëdð$çjè�÷´æ•ò�çjëdñ�ì>ëdñyð
ã
ësêgì�÷´ã
îIëšôjç�êgëšô‘ãPþ�ëdèdèGñ´æ•ê-ø»ã çjñ¡ëšñ\ô‘ã&î>ì>ã
ìIù6ó´ç•î>ã ç•ì-îIã
ù\ó´ëšî>ã
÷�éZæ‘î

çÿð&è çjì>ì>ëšð$ç•èGä‘îgç$ô™ësêpçjê>ëšæ‘ñÁçjè4éZæ•î>ð
ãjü

�(î>çTô6ësê‡õ©ëdì'ç¼þ�ã$ç��ïã&ý4ã
ð�ê$ü”�—ê¡ëšì'ð&æ‘ò ò	æ•ñ ëšñ¢ù\óÁçjñ\ê>ó´ò ò ã
ðpâÁç•ñyëdð&ì�êgæ ñyæ‘î>ò	ç•èšëšû
ã ç

í»æ•ê>ã
ñ\ê>ë ç•è ç•ñy÷ ìIê>ó´÷yõ•èdëšñ´ã$çjîœí»ã
î|êgó´îIøÁçjê>ëdæ‘ñ´ì æjé�þ�ã$ç��•�Áã&èd÷´ì

�

ç•ñ¥çjí´í´î>æ‘ç•ðpâ êgâ´çjê þ�ëdèšèÿø»ã

éZæ‘èšèdæTþ¬ã&÷¾â´ã&î>ãjüƒ�Àì>ì>óyò	ãžìIí´â´ã&î>ëdð
ç•è*ì|õ™ò ò ã&êgî|õ‘ür�Áæ‘î>ò ç�ñ´æ•î>ò	ç•èdësû
ã
÷¡í»æ•êgã&ñ\ê>ë ç•è�þ�ëšê>â^ç	èdëšñ´ã$ç•î

í»ã
î|êgó´îIøÁçjê>ëdæ‘ñ!K

A ¹ = (

p
Gh

c2¾2
; 0) ! (

c=
p

G
( 1p

2
+ k

¾2 R)2 ¡ ( 1p
2

+ k
¾2 t)2

; 0): N

2

8

O

á*ç��•ã®êgâyã®ð
æ:ô�ç•î>ëdç•ñ\ê!÷´ã
îIëšôjç�êgëšô‘ãŒþ�ësêgâ�î>ã
ìIí»ã
ð&ê�êgæ

t
ç•ñ´÷

R �

�•ã&ã
í´ëšñ´ä æ•ñ´èšõ êgã
îIò	ì¬êgæb�Áî>ì|ê-æ•î>÷´ã&î

ëdñ�ê>â´ã(ì>í´îIëdñ´äÿð&æ‘ñ´ìIêgç•ñ\ê

k
K

@Á
@t

=
c2

p
G

k
¾2

+ O(k2) N

2

}

O

r Á = ¡
c2

p
G

k
¾2

+ O(k2):

á�â´ã©ðpâÁç•ñyä‘ã©ëšñ•êgâ´ãªí»æjêgã
ñ8êgëdç•è ëšì§ç¢éZó´ñyð&êgëšæ‘ñ æ•é'ç¢ì>í´îIëdñ´ä ð&æ‘ñ´ìIêgç•ñ\ê

k
æTô‘ã
î§ì>ëšä‘ò	ç

ì>ù\óÁçjî>ã
÷Gü®á�âyãžð
èdç•ì>ìIëdð
ç•èS
Àã�þ�êgæ‘ñyë ç•ñ¤÷yã
í»ã&ñ´÷´ã
ñ´ð
ãºæ‘ñ¤÷yëdìIêgç•ñ´ð&ã+ëdìŒç•ñ¤ëšñ\ô‘ã&î>ìIãžì>ù\óÁçjî>ã

�

ì>æ�êgâyëdì

ëdì!í´î>æ‘ò ëšì>ëšñ´ä´ü
� í»æjêgã
ñ8êgëdç•è4êgâÁçjê-çjí´í´èdëšã
ì!ã<�™ð&èdó´ìIëšô‘ã&èšõ½ê>æÿä‘îgç$ô6ëšê•õ½ëšì�ì>æ•ó´ä‘â8ê

�

õ‘ã�ê�êgâ´ã(ñyæ‘ñ=/•û&ã
îIæ

ä‘î>ç•÷´ëdã&ñ\êÿæ•é

Á
ëdñ´÷yëdð
çjêgã&ì ç•ñ ã&èdã&ð&ê>î>ëdðw�Áã
èš÷–ü á�â´ã'ì>ëšä‘ñ æ•éÀêgâ´ã�ì>í´îIëdñ´äœð
æ•ñ´ìIêgç•ñ\ê

k
÷´æ6ã
ì ñ´æ•ê

ã&ý4ã
ð�ê	êgâyã'ì>æ‘èšóyêgëšæ‘ñ‰êgæ êgâ´ã�éZæ‘ó´îÿ÷´ëšò	ã&ñ´ì>ëšæ‘ñÁç•è�þ!çTô‘ãx�Áã
èš÷ ã
ù\óÁç�êgëdæ•ñ´ì ø´óyê	÷´æ6ã&ì	ðpâÁç•ñ´ä•ã'ê>â´ã

÷´ã&î>ëšô�çjêgësô‘ã æ•é•ê>â´ã+í»æ•ê>ã
ñ8êgë çjè[ü7�•í»æ•êgã&ñ\ê>ë ç•è�êgâ´çjêŒæ‘ñ´èsõ�âÁç•ìŒ÷yã
î>ësôjçjê>ëšô‘ã&ìPçjèdæ‘ñ´äÿêgâ´ã ÷´ë ç•ä•æ‘ñÁç•è�æ•é

êgâyãq�Áã
èš÷Äì|êgî>ã&ñ´ä•êgâ§êgã&ñ´ì>æ•î

5 ¹ Aº ð$ç•ñÄø»ã�ð&æ‘ñ´ìIê>î>ó´ð�êgã&÷‰éZî>æ•ò2ê•þ¬æ¤í»æ•ê>ã
ñ\ê>ë ç•èšì(êgâÁç�êž÷yëšý4ã
î ø8õ

ì>íyî>ëdñyä¤ð
æ‘ñyìIêpçjñ\êgì+êgâ´çjêžã
ësêgâ´ã&î+ð
æ‘ñyìIêgîIó´ð&ê>ëšô‘ã&èšõ ëdñ8êgã
î|éZã
îIã	êgæ¤ð
îIã$çjê>ã½ñ´æ‘ñ=/—û
ã&î>æ¤÷´ã
îIëšôjç�êgëšô•ã
ì

�

æ‘î

÷´ã&ìIêgîIó´ð&ê>ëšô‘ã&èšõÿëdñ8êgã&îIéZã
îIã�ê>æ ã&èdëšò ëšñÁçjê>ã�÷yã
î>ësôjçjê>ëšô‘ã&ì
ü
R ëšê>âÿêgâ´ëšì°ëdñ ò ëdñ´÷

�

ð
æ‘ñ´ì|êgîIó´ð&ê!ç(í»æ•êgã&ñ\ê>ë ç•è

êgâ´çjê�þ�ëdèdèGâ´çTô‘ã(ñ´æ ã
èšã
ð�êgî>ëšðƒ�Áã&èd÷!K
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}

A ¹ =
c

p
G

(
1

( 1p
2

+ k
¾2 x)2 + ( 1p

2
+ k

¾2 y)2 + ( 1p
2

+ k
¾2 z)2 ¡ ( 1p

2
+ k

¾2 t)2

+
1

( 1p
2

¡ k
¾2 x)2 + ( 1p

2
¡ k

¾2 y)2 + ( 1p
2

¡ k
¾2 z)2 ¡ ( 1p

2
+ k

¾2 t)2
;

1
( 1p

2
+ k

¾2 x)2 + ( 1p
2

+ k
¾2 y)2 + ( 1p

2
+ k

¾2 z)2 ¡ ( 1p
2

+ k
¾2 t)2

+
1

( 1p
2

+ k
¾2 x)2 + ( 1p

2
¡ k

¾2 y)2 + ( 1p
2

¡ k
¾2 z)2 ¡ ( 1p

2
¡ k

¾2 t)2
;

1
( 1p

2
+ k

¾2 x)2 + ( 1p
2

+ k
¾2 y)2 + ( 1p

2
+ k

¾2 z)2 ¡ ( 1p
2

+ k
¾2 t)2

N

2

s

O

+
1

( 1p
2

¡ k
¾2 x)2 + ( 1p

2
+ k

¾2 y)2 + ( 1p
2

¡ k
¾2 z)2 ¡ ( 1p

2
¡ k

¾2 t)2
;

1
( 1p

2
+ k

¾2 x)2 + ( 1p
2

+ k
¾2 y)2 + ( 1p

2
+ k

¾2 z)2 ¡ ( 1p
2

+ k
¾2 t)2

+
1

( 1p
2

¡ k
¾2 x)2 + ( 1p

2
¡ k

¾2 y)2 + ( 1p
2

+ k
¾2 z)2 ¡ ( 1p

2
¡ k

¾2 t)2
):

á*ç��•ã-êgâ´ãÀð&æ:ô�ç•î>ëdç•ñ\ê“÷´ã&î>ëšô�çjêgësô‘ã-æ•éGê>â´ëdì°í4æjêgã&ñ\êgëdç•è

�

�•ã&ã
íyëdñ´ä+æ•ñ´èšõžêgâyã-êgã&î>ò ì°êgæD�ÁîIìIê¬æ‘îI÷´ã
î

ëdñ�ê>â´ã(ì>í´îIëdñ´äÿð&æ‘ñ´ìIêgç•ñ\ê
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